Mécanique du solide 



LES TORSEURS 



Exercice 1 

On appelle division vectorielle l'opération qui fait correspondre à deux vecteurs Ü et v un 
vecteur x tel que : 

Ü A x — v 



1- Montrer que cette opération n'est possible que si Ü 1 v. 

2- Montrer que x doit être dans un plan n 1 v et qu'il peut être mis sous la forme : 

w + Au — x 

Où A G R et w un vecteur de 7r ± ait plan(u , v ) 

^ _ -y 

3- En posant alors w — a(u A v ) avec a G R ; montrer que a — — — 

llwlr 

Solution 



1- Montrons que u 1 v 

Calculons le produit scalaire Ü ■ v — Ü ■ (ït A x) = x ■ (u Au) = 0 => Ü 1 v 
Donc : u A x — v n'est possible que si ït 1 u 

2- Montrons que x — w + Au 

De même, le calcul dex-u = 0=>x±u=>xe plan n A v 

Soient xetw appartenant tous les deux au plan n 1 v tels que : 

u A x — v" et Ü Aw = v =ï u A (x — w ) = 0 => Ü parallèle à(x — w) 

=^> 3 AeE : Au — (x — w)=> w + Au — x 

3- Montrons que a — 

— INI 2 



x — w + Au etw — a(Ü A v), et en remplaçant w et x par leurs valeurs, on obtient : 



x = a(u Av') + Au=>v = u A [a(u Av) + Au] — au A (Ü Av) 



a[(u ■ v)Ü — 1 1 it 1 1 2 i5] — v or u ■ v = 0 => — a||it|| 2 ïï = v => a — 



-1 



u 



Exercice 2 

Soit R(0, ï,/, k ) un repère orthonormé direct. Sur une poutre OA de longueur I, encastrée 
dans un mur à son extrémité O, s'exerce une action mécanique répartie, définie en tout 
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-» p 

point M(x) de OA par sa densité linéique F(M) = — - (Z — x)j où P représente la pression de 
contact au point O. 




U. 



+ x 



O 



A 



1- Déterminer la résultante et le moment au point O du champ de vecteurs F(M) défini 



en tout point M de OA. 

2- En déduire l'expression du moment au point B(x=À) de l'ensemble infini de glisseurs. 

3- Pour quelle valeur de À le moment au point B est-il nul ? 

Solution 

1- * Résultante 

— ^ 

F(M) est la densité linéique de l'action mécanique, c'est la force mécanique (qui s'exerce 
sur la poutre ) par unité de longueur. 



=>F(M) = ^=— y(z — x); => df — F(M)dx 



Donc la résultante de toutes les forces qui s'exercent sur OA est : 



R = - T (l-x)dxj = - — j 




0 



P 



PI 



On remarque que le module de la résultante est égal à la surface du triangle des 



pressions. || f|| = /(x = 0) ^ = |— P| ^ 



*Moment 



Le moment en O du champ de vecteurs F(M) qui s'exerce sur la poutre est : 




2- Moment en B 




3- Moment en B nul 
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Le moment en B est nul si A — - 

3 

On sait que le support du glisseur est l'ensemble des points où le moment est nul, et qu'il est 
parallèle à la résultante, donc le support de ce glisseur est parallèle à l'axe OY, de sens 
contraire à celui-ci, et passe par le point B(x= A ). 



Exercice 3 

Soit le champ des moments H qui a pour valeur : 

77^ = (a, 2, —1) ; 77g = (1, b, 0) et 77^ = (1, 1, c) 

où A, B et C sont les points : A(1,0,0), B(0,1,0) et C(0,0,1) 

1- Calculer a, b, c. Que représente le vecteur (a, b, c) ? 

2- Déterminer les éléments de réduction en O du torseur dont H est le moment. 

3- Déterminer le moment résultant en un point quelconque. 

4- Déterminer l'axe central. 



Solution 



1- Calcul de a, b et c 

Le champ des moments étant équiprojectif alors 

'Tf c -~BC =~ff B -~BC 
ïf A -JC = lf c -AC =* 
,77g ■ ~ÂB — 772 ■ ~ÂB 



(b + c — 1 — 0 
a + c — 0 
la + b — 3 = 0 



a = 1 
=> j b — 2 
le = -1 



De Même soient a,f3,y les composantes du moment au point 0(0, 0, 0). H 0 vérifie : 



H 0 -OA = H a ■ OA 

• 777? = 77^ ■ 777? 
-oc = h^ -oc 



(a — a 

\P = b 

Iy — c 



H 0 — aî + bj + ck — î + 2/ — k 



Donc le vecteur (a, b, c) est la valeur du moment au point 0(0, 0, 0). 
2- Eléments de réduction du torseur 



Soit R de composantes (X, Y, Z) la résultante du torseur . 

% = h2 + oaar = 



y. 



MK 



Z = 0 et Y = 0 
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H 0 — H R + OB A R 







3- Moment en un point M 



X = 1 



R=î 



Soit M un point quelconque de coordonnées (x, y, z) et H M le moment en ce point de 
composantes (I, m, n). 

V— 1/ \0 / ' z / [n = - 1 + y 

Donc le moment au point M est : H M — ï + (2 — z)/ + (y — l)fc 



Hm — Hq + R A OM 



4- Axe central 

Rappel 

• L'axe central du torseur [T] est l'ensemble des points où ce torseur a un moment 
colinéaire à sa résultante (seul le moment central est parallèle à la résultante). 



; a 

c ! 




• Le moment d'un torseur est constant le long d'une parallèle à l'axe central 
Soit C un point de A, le moment en ce point est donné par : 

H c = H P + R A PC or R parallèle à PC => H c = H 0 



• Les lignes de champ du moment d'un torseur sont des hélices circulaires ayant pour axe 
l'axe central (£ est ligne de champ si la tangente en chaque point de L admet comme 
vecteur directeur le moment du torseur en ce point). 

• L'équation vectorielle de l'axe central. 

P est un point de l'axe central H P = aR où a e IR => H P = H 0 + R /\ OP = aR 
Multiplions vectoriellement cette équation par R, ce qui donne : 

0 = R/\H^ + RA[RAÔP} = R aJÏ^ + R ■ (R -~ÔP) - \\R\\ 2 ~ÔP => 
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QP _ _|_ (fi'OP) 



2 P C'est l'équation vectorielle de l'axe central. 

=> H P = H 0 + R A OP = aR 



Irll Irll 

• Le pas d'un torseur. 

P est un point de l'axe central => H P = aR où a e 

H 0 — aR = OP A R 

OPe st le résultat de la division vectorielle de [ H 0 — aR ] par R, ceci n'est possible que si 



[H 0 — a/?] est perpendiculaire à P => [// 0 — a/?] ■ R = o => a = 
I s est l'invariant scalaire du torseur et a son pas. 



Hn'R 



h 



Soit I le point d'intersection de l'axe central avec le plan perpendiculaire à R (c. à. d le plan YOZ) 

=>Ô7 1 R 



R-~ÔP = 0 => Ô7 = ^ = Îa(Ï+2j -k) =j + 2k 



L'axe central est alors, l'axe parallèle à ox et passant par le point 1(0, 1, 2). Le pas du torseur est 

R m H 

donné par :a = -^-§ = 0 donc le moment central est nul le torseur est alors un glisseur. 



Exercice 4 

1- On se donne deux glisseurs (A, U) et [B, I/) tels que A(l, 1, a), B(0, 2, 0), U (0, 0, a)et 
P(/?, 3, 0) où a et (3 sont des réels. 

Soit le torseur [7] = (X f/) + {B, I/) 

a- Donner les éléments de réduction de [7] au point 0(0, 0, 0). 

b- Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que [7] soit un glisseur ? Déterminer 
alors son support. 

c- Déterminer l'axe central de [7], 

2- A tout point P(x, y, z) de l'espace, on associe la famille de champs de vecteurs H t (P ) définis 

par : H t (P ) = (3 y — tz + 1 )î + (— 3x + 2 tz)j + (tx — t 2 y — ^ k où t réel 

a- Montrer que les seuls champs équiprojectifs sont obtenus pour t=0 et t=2. 
b- Déterminer les torseurs [r 0 ] et [r 2 ] associés aux champs H 0 (P ) et H 2 (P ) par leurs 
éléments de réduction au point 0(0, 0, 0). 
c- Déterminer le torseur [t] = [r 0 ] — [r 2 ]. 

d- Montrer que [t 2 ] est un glisseur. En déduire que la somme de deux glisseurs n'est pas en 
général un glisseur. 

Solution 

1- Torseur 171 = (A. Ü) + (B. V) 

a- Les éléments de réduction de [7] sont : 

La résultante R = U + V = /3Î + 3/ + ak 
Le moment au point O //(o) = OA A U + OB A V = ai — aj — 2 /3k 
b- [7] est un glisseur si et seulement si R ■ H(0) = 0 et R 0 

On a R 0 et R ■ H(0 ) = —a( 3 + /?) = 0 <^> (a = 0 ou /? = —3) 

• La condition nécessaire et suffisante pour que [7] soit un glisseur est : a = 0 ou (3 = — 3 

• Le support d’un glisseur est son axe central, c'est l'ensemble des points où le moment est 
nul. (D) est le support du glisseur si VP(x, y, z) e (D), ona H P = 0 
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=> //(O) = 77p - fl A OP = OP A R 

a \ ( x \ fP\ (y a ~ 3z \ 

—a 1 = y ) A ( 3 1 = ( zfi ~ a* 1 où( a = 0 ou (3 = — 3 ) 
—2/?/ Vz/ \aJ \3x — y(3/ 

• 1 er cas : a = 0 




C z = 0 
(3x — y(3 = —2(3 



Pour chaque valeur de (3, on a un glisseur dont le support (parallèle à R )est l'ensemble des 
points P(x, y, z) tel que : z=0 et 3 x — y(3 = —2 (3 V (3 



• 2 ème cas : (3 = — 3 




( ya — 3z\ 
—3 z — ax 
3x + 3 y J 



Î a = ya — 3z 
a = 3z + ax <=> 
2 = x + y 



6 z = a(y — x) 
2 = x + y 



Le support de [7] est l’ensemble des droites ayant pour vecteur R et qui passent par le point P(x, 
y, z) tel que : 6z= a(y — x) et2 = x + yVa 



c- Axe central du torseur [7] 

L'axe central ( A ) du torseur [7] est l’ensemble des points P(x, y, z) tels que le moment 
en P est parallèle à la résultante R. 

a \ fP\ f X \ ( ~ ya + 3z + a \ (W\ 

~ a J + 3 A ( y ) A= ~z(3 3- ax- a = 3A 
-2 (3 J \ a J \ Z J V— 3x + y(3 — 2(3 J \aJ 



H P = H n + R A OP = AR <=> 



( A )est défini par les équations : 

3 z — ay + a ax — (3z — a (3y — 3x — 2(3 
(3 3 a 



2- Le champ des vecteurs H t (P). 
a- Champ équiprojectif, 

H t (P ) = (3y — tz + l)ë^ + (— 3x + 2 tz)ë^ + ^üx — t 2 y — T z 



Ce vecteur peut être écrit sous la forme d’une somme de deux vecteurs. 



H t (P) = 




/ 3 y-tz \ 
+ I — 3x + 2tz J 

\ tx — t 2 y J 




Un champ antisymétrique est équiprojectif et réciproquement. 



Un champ est antisymétrique si la matrice associée est antisymétrique. 
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/O 3 -t\ 

La matrice associée à H t (P ) est —3 0 2 t , elle est antisymétrique si et seulement si 

V t -t 2 0 J 

2t = t 2 £=> (t = 0 ou t = 2) 

b- T orseurs associés à H 0 (P) et H 2 (P). 

• Torseur [r 0 ]associé à H 0 (P).( t=0 ) 

/l + 3y\ 

K(P) = I _3 4 x = 7/^(0) + p^aôp 

où H 0 (0) est le moment en 0 et R 0 la résultante du torseur [r 0 ],.on pose R 0 = ai + (lj + yk 
M + 3y\ /I 




1 + /?z — yy 
yx — az 

4 

- - + ay — /Sx / 



I a = 0 
/? = 0 
r = -3 



Les éléments de réduction du torseur [r 0 ] au point P sont : R 0 = —3k et H 0 ( 0) = ï — -k 



Au point O : 



R 0 = -3k 

[ToJ [r 0 (o) = ï- 4 -k 



Torseur [r 2 ]associé à H 2 (P). 

/ 1 + 3y — 2z 

r 2 m = ( ~ 3x+4z 4 

y2x - 4y - - 




fa\ 



+ \P A y = 



x 



1 + fl z — yy 
yx — az 
4 

- — + ay — f3x 



(a = —4 
/? = -2 
(y = -3 



Les éléments de réduction du torseur [r 2 ] sont : P 2 = — 4Î— 2/— 3k et H 2 { 0) = t — k 



( R 2 = -4k -2j- 3k 

Au point O: [r 2 \ = — . . 4 y 

( H 2 {0) = i--k 

c- Torseur [t] = [t 0 ] — [t 2 ]au point O 

M = f R=lf 0 -T 2 =4Î+2] 

° l/?(0) = // o (0) - // 2 (0) = 0 

d- Montrons que [t 2 ] est un glisseur 

On appelle glisseur tout torseur d'invariant scalaire nul avec une résultante non nulle, ou torseur 
pour lequel il existe un point où le moment est nul. 

Calculons l'invariant scalaire de [t 2 ], 

I s = R 2 ■ H 2 { 0) = 0 et R té 0 [t 2 ] est donc un glisseur. 

[t] est un glisseur car son moment est nul au point O. 

[t 0 ] = [t] + [t 2 \ 
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[t 0 ] n'est pas un glisseur car son invariant scalaire n'est pas nul I s = R 0 H 0 ( 0) = 4 
Donc la somme de deux glisseurs n'est pas en général un glisseur. 



Exercice 5. 



Une plaque rigide S constituée d’un demi-disque de rayon a, de centre O, se trouve située dans le 

. . — > 

demi-plan (yOz) des z>0 d'un repère R(0, i,j, k ). Elle baigne dans un champ de vecteurs 
continu défini en un point P(r,(p ) de la plaque par le vecteur df{P ) associé à l’élément de 
surface dS(P) entourant le point P tel que : 

df(P) = krë u dS(P) où r et cp sont les coordonnées polaires du point P : OP=r et cp = (/ , OP) 

ë^ est un vecteur unitaire fixe par rapporté R tel que B=(T,ë^) est contenu dans le plan (xoy). 

K est une constante strictement positive. On désigne par âj le vecteur unitaire directement 
normal à ë „ dans le plan (xoy) et par R' le repère R'(0, ë^, ë^, k). 

1- Donner l’expression de la résultante du torseur [T] associé à la répartition vectorielle, 
projetée dans R' 

2- Calculer dans R', l’expression du vecteur moment en O de [T], 

3- Calculer l'invariant scalaire. Que peut-on en conclure à propos du moment en un point 
quelconque K de l’axe central A ? 

4- Donner l’équation vectorielle de l'axe central du torseur sous la forme : 

ÔK = ÔQ + A R ÂeM 

Q étant le point d'intersection de l'axe central avec le plan (yOz). 
a- Par la méthode générale de la division vectorielle, 
b- En utilisant le résultat de la troisième question. 



Solution 

1- Résultante du torseur 

R = jdf(P)dS Or dS=rdrdcp 
En remplaçant chaque terme par sa valeur, on 
trouve : 

R = këzj r 

2- Moment en O du torseur 





dH(0) = OP A df (P) avec OP = r sirop k + r coscpj = r sirop k + r coscp(sind ë f + cosd ëf) 



/ rcos(psin6\ (kr 2 dr dcp' 
dH(O) = r coscp cosd ] A 
V r sirop 



' D f 



H (O) = 



r , r n 

rdr si 
■'0 ■'o 



R 

sirop dcp 



0 

0 



= kr 3 dr dcp 



e v + 



r CL rTC 

I r 3 dr I - 
-'o ■'o 



0 n 
sirop 

-coscp cosd y 



r' 



■coscp dcp 



-* /c . , 

cosd k = — a e v 
2 v 
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=>[T] = 



1 








3- Invariant scalaire 




L’invariant scalaire est nul avec une résultante non nulle, donc le torseur est un glisseur. 

Le moment central est donc nul. 

4- Equation vectorielle de l'axe central du glisseur. 
a- Détermination de l'axe central par division vectorielle 

Considérons le torseur [T] en un point quelconque A, on peut décomposer son moment en deux 
composantes parallèle et perpendiculaire à R. 

H (A) = tfj[(A) + 77 ^ 04 ) tel que : 77 ,|(A) A R = 0 et 77 ^ (A) ■ R = 0 

K un point de l'axe central (A), d'après la définition de l'invariant scalaire, on a : 



I s = R ■ H (/c) = R ■ H (A) = R ■ 77 , |(A) => H(k) = 77 , [(A) 

Or 77 (A) = H(k) + IkAR d'où ~Hl{A) = AkAR 



Par division vectorielle ( voir exercice 1 ), on obtient : 




Si on prend A confondu avec l’origine de notre repère, on obtient : 



Ok = 



R A //(A) 



— » Ju — > — » » — » 

+ AR = — — k + AR = OQ + AR 



— , 3a -» 
avec OQ = —— k 




2n 



2n 



L'axe central (A) est le lieu des points k, c'est une droite parallèle à R et passant par le point Q 
qui est le point d’intersection de l’axe (A)avec le plan yOz. 



b- Détermination de l'axe central en utilisant le résultat de la 3 ieme question 



Soit Q un point de l'axe central (A), d’après le résultat de la question 3, on a : 




L'axe central est parallèle à R et passe par le point Qtel que OQ = — k. 
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Exercice 6 



Soit le repère orthonormé direct (O, x, y, z) avec Ox horizontal et Oy vertical ascendant. On considère 
une barre rigide rectiligne homogène (S), de masse m, d'extrémités O et A, telle que OA = az. Elle 
est reliée à un bâti fixe en O par une liaison rotule parfaite caractérisée par le torseur : 



M 



R 0 = X 0 x + Y 0 y + Z 0 z 

K(0) = 0 



Et tenue en position horizontale par deux câbles inextensibles de masses négligeables fixés en A à la 
barre et respectivement en B et C au bâti. Les torseurs associés à l'action des câbles sont 
respectivement : 



Ri = T\ fq 


[r 2 ] = 


Ri — T 2 u 2 


Jh(A) = 0. 




%{A) = 0. 



[Tl] = 



Où ïq et u 2 sont respectivement les vecteurs unitaires portés par AC et AB. La barre OA est 
soumise au champ de pesanteur —gy représenté par le torseur : 



[t] = 



-f 

J o 



g A dz y 
(z z A —gAy)dz 



où A est la densité linéique de niasse 



R 

H(0 ) = [ ( 

L J 0 

On donne les coordonnées des trois points en mètres :0A = 9 z ; OB = —2x + 6ÿ ; OC = 6x + 2y 



Les inconnues du problème sont :X 0 ,Y 0 ,Z 0 , et T 2 . 

1- Calculer les éléments de réduction du torseur t en fonction de m, g et a. Calculer l'invariant 
scalaire du torseur, en déduire que t est un torseur univectoriel. Préciser le point G 
intersection de l'axe (A)du torseur avec OA tel que H (G) = 0, on posera par la suite P=mg. 

2- Ecrire les vecteurs ïq et ïq dans la bas e(x,y,z), en déduire les expressions de ^et R 2 dans 
la même base. 



3- En utilisant la condition d'équilibre de (S), écrire les expressions de T 1 ,T 2 .X Q , Y 0 et Z 0 en 
fonction de P et a, en déduire alors les résultantes : R 0 , R t et R 2 . 




exosup.com 



page facebook 



Mécanique du solide 



(A)du torseur avec OA tel que H (G) = 0 = H(0 ) + R A OG 



1 _ „ ... ,a . . _ Po = 0 

H (G) = -mga x — mgy A ( X G x + Y G y + Z G z) = mg ( — — Z G 1 x + mgX G z = 0 => < a 



Z r . = 



Y G = 0 car G intersection de OA avec l'axe (A).OG = - z 



(A) axe central du glisseur => (A) = { p e Jl : H(p ) = 0 }(c Æ espace affine ) 

,mg(^-z)\ /0\ (_ X = ° 

H (P) = 0 « | J 



mgx 



■i 



y quelconque 
a 

2 ~ 2 



(A) est l'axe parallèle à Oy et passant par le point G centre d OA. 

R est le poids de la barre OA son point d'application est G, [t] est un torseur univectoriel. 
2- Expressions des vecteurs üT, ü? , Ri et R-, dans la base, (x, y, z). 



u ± 



AC OC — OA 6x + 2y — 9z , AB OB — OA —2x + 6y — 9z 

et u 2 



\m m 



ii 



\m\ m 



ii 



Ri = (6^ + 2y - 9z) et R^ = ^(-2x + 6y-9z) 

3- Condition d'équilibre de (S) 

La condition d'équilibre de la barre est telle que la somme de tous les torseurs agissant sur la barre 
soit un torseur nul. 

R 0 + R t + R 2 + R = 0 équation 1 

.// o (0) + H t (0) + H 2 {0 ) + H{0 ) = 0 équation 2 

X 0 + ^ Ti — ^ T 2 = 0 équation 3 

Y 0 + ^ T 2 — mg = 0 équationA 



L'équation 1 donne :< 



il 

9 9 

Z Q - -T 1 - —T 2 = 0 

u X1 i II 7 



équation ! 



L'équation 2 donne : H t (A) + R 1 A AO + H 2 (A ) + R 2 A AO + ^ mga 

=o =o 



x 



= tf « 



6T 1 -2T 2 = 0 



__ _ _ 1 I U1 1 L '2 — u ^2 — 37 ^ 

0AA(R 1 + R 2 ) + -mgax = d=>\ 180 a 11 

2 [- — T 1 + mg-=0 => T t = — mga 



En remplaçant T t par sa valeur, on trouve : T 2 = ^ mga 
L'équation 3 donne : Xo = ~^T 1 +^ -T 2 = 0 
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L'équation 4 donne : Y 0 = mg ——T 1 ——T 2 = mg 




L'équation 5 donne : Z 0 = — (T 1 + T 2 ) = 




Exercice 7. 

Soit le torseur [TJ défini au point O, origine d'un repère orthonormé direct R(0,x,ÿ,z), par les 
trois vecteurs suivants : 



1- Déterminer les éléments de réduction de [TJ au point O. 

2- Déterminer le pas et l'axe central du torseur [TJ. 

3- Calculer la somme des deux torseurs. 

4- Calculer le comoment des deux torseurs. 

5- Calculer l'invariant scalaire du torseur somme [7] = [TJ + [TJ 

Solution 

1- Eléments de réduction de [TJ au point O 



La résultante est nulle, le torseur est alors un couple, de moment H x = x + 6y 
Le moment du couple est invariant. 

2- Pas du torseur [TJ 

L'axe central du torseur est l'ensemble des points P où le moment en ce point est parallèle à la 
résultante 



V 1 = —2x + 3y — 7 z défini au point A(l, 0, 0) 



V 2 = 3 x — y — z défini au point B( 0, 1, 0) 



V 3 = —x — 2y + 8 z défini au point C(0, 0, 1) 



Soit [TJ le torseur défini au point O par : 




R 2 = 2x + y + 3z 
M 2 (0) = —3x + 2y — Iz 




H 2 (p) = aR 2 = H 2 (0) + R 2 A Op => ~Ôp = %,(.()') - a% 
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Op est alors le résultat de la division vectorielle de ( H 2 (0 ) — aR 2 ) par R 2 . Cette division n'est 
possible que si 



— > r » R 2 -H 2 (0 ) 

R 2 [H 2 (0) - aR 2 \ = 0 => a = 2 

|| ^2 || 

, , „ 25 

a est appelé Pas du torseur. et = 

14 

Axe central du torseur \T?] 

Soit p un point de l'axe central 



R 2 A H 2 (p) — R 2 A // 2 (0) + R 2 A [R 2 A Op] — R 2 A tf 2 (0) + (i? 2 • Op)R 2 ||i? 2 || — 0 

Car R^ || 7^(p) => Ô^ = ^p + A^=(-g + 2A)x + (^ + A)ÿ+(i + 3A)z 



3- Somme des deux torseurs 



[ 7 ] = [ 7 \] + [t 2 ] = f P_Ri + « 2 = f ^ 2x + ÿ + 3z 

[h(0) = H t (0) + H 2 (0) Ih(0) = — 2x + 8y — 7z 



4- Comoment des deux torseurs 



[7’ 1 ]®[P 2 ] = «1 ■ fl 2 (0) + R 2 ■ //i(O) = 8 



5- Invariant scalaire de [71 



I s = R ■ H = -17 



Exercice 8 

On considère les trois vecteurs \V 1 = y + z , V 2 = x + z et V 3 = ax + f3y — 2z , définis relativement 
à un repère orthonormé direct R(0,x,ÿ,z) et liés respectivement aux points : 

A j, î, 0 ) , B (0, 0. — et C (— j, 0, — l) a, (3 sont des nombres réels. 

1- Déterminer les éléments de réduction du torseur [7] associé au système des trois vecteurs 
au point O. 

2- Montrer que quel que soient a, (3 le torseur est un glisseur. 

3- Trouver les coordonnées des points P où H(P ) = 0. 

4- Pour quelles valeurs de a, (3 le torseur est-il nul ? Vérifier que pour ces valeurs les trois 
vecteurs sont coplanaires 

Solution 

1- Eléments de réduction du torseur T7l 

( R = K + % + % = O + l)x + Q? + 1)3? 

[71 = -L ______ _ _ 1 

/ 7/(0) = OA A V 1 + OB A V 2 + OC A V 3 = ((3 + l)x - (a + l)y - - (/? + l)z 



2- r7l est un glisseur 
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Le torseur [7] est un glisseur s'il vérifie l'un des critères suivants : 

• L'invariant scalaire de [7] est nul avec une résultante non nulle. 

• S'il existe un point où le moment de [7] est nul. 

Calculons l'invariant scalaire de [7], 

I s = R ■ H = 0 avec R 0 Va,j8eR 

Donc [7] est un glisseur. 



3- Coordonnées des points P où H(P) = 0 

[7] est un glisseur, l'axe central est l'ensembles des points P où le moment en ces points est nul. 



H (P) = 0 <=> H(0) = 0P A Æ <=> 





1 + /?• 



1 

2 



*\ /l + a\ / -(l + /?)z 

y A 1 + p = (1 + à)z 

'Z' V 0 / \(1 + /?)x — (1 + a)y 



P est dans le plan horizontal de côte z=-l, et dont les coordonnées dans ce plan vérifient 

, . 1+a 1 

I équation : x — ~^y = — 

On remarque que la résultante est parallèle à ce plan. 

4- Valeurs de a, B pour lesquelles le torseur est nul 
Le torseur est nul si ses éléments de réduction sont nuis. 



[ R = 0 

\h(0) = 0 



a = p = — 1 



Pour ces valeurs, on a : V 1 = y + z , V 2 = x + z et V 3 = —x — y — 2z 
Ces vecteurs sont coplanaires si leur produit mixte est nul/ 



(y 1 /\%)-% = o = 



M, 



r_iN 



= 0 



Exercice 9 

Soit l'espace affine Euclidien de repère : (0, ?,/, /c). Soient les points A( 1, 0, 0), B(0, 1, 0).et le torseur 
[7(A)] donné par ses trois moments aux points O, A et B : 

(77(0) = —2? + 2(1 + X)] 

| H (A) = -2Ï+ (3 + 2/1) j*- 3k 
[h (B) = -3Î+ 2(1 + À)j + (2 + X)k 
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1- Vérifier l'équiprojectivité de ces moments. 

2- Déterminer la résultante R = Xï + Yj + Zk du torseur. 

3- Soit C le point de coordonnées (0, 0, 1), déterminer le moment au point C par la condition 
d'équiprojectivité. 

4- Pour quelle valeur de A, le torseur |T(A)] est-il un glisseur ? déterminer son axe central. 

5- Pour quelle valeur de A, l'axe central est-il parallèle au plan (O, y, z). Déterminer l'axe dans ce 
cas. 



Solution 



1- Equiprojectivité des moments 

Un champ est dit équiprojectif si quels que soient les points A et B de l'espace affine on a : 

[H (B) - H (A)] -ÂB = 0 
[H (A) - H (O)] ■ ÔA = (J- 3k) ■ î = 0 
[H (B) - //(O)] ■ ÔB = [~i + (2 + A)k] ■]= 0 
[H (B) — H (A)] ■ ÂB = [-?-; + (5 + A)k\ ■ (j - T) = 0 
Le champ est alors équiprojectif. 

2- Résultante du torseur 

H (O) = H (A) + R A AO = H (B) + R A BO 
H (O) = H (À) + 0Ï4 A R « (Vl+2)] = f3 + 2A^ + (V)A(V^{!J^ 



-2 



H(0) = H(B ) + ÔB AR « |^2(1 + X) J = |^2(1 + A) J + |^lj A ^yj => [ X ^ = + À 

R = (2 + A)i + 3j + k 

3- Moment au point C 

— > — > 

Soit H(C ) = ai + (3j + yk, le champ est équiprojectif on peut donc écrire : 

[H{C)-H{0)]-~ÔC = 0<^[{2 + a)i-{2 + 2A-p)]+yk]k = () => y = 0 



[H(C) - H(A)\ ■ 4C = 0 <=> [(2 + a)î + (/? - 3 - 2A)J + (y + 3 )k]Çk -ï) = 0 => a = 1 
[H(C) - H(B)] ■BC = 0o[(3 + a)î+ (/? - 2 - 2A)f+ (y - 2 - A)k](k - j) = 0 

=> = A => //(C) = î + A] 

4- Valeur de A pour laquelle le torseur est un glisseur 

[T (A)] est un glisseur si son invariant scalaire est nul avec une résultante non nulle. 



[7(A)] = f «- (2 + ^+ 3 /+£ 
[H (O) = —2Ï + 2(1 + A)/ 



I s = R ■ H (O) = 0 



1 

i = -2 



[T(A)] est un glisseur si et seulement si : 
Axe central du glisseur 



A = -- 

2 



R = -i + 3î+k 
2 J 
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L'axe central du torseur [T (A)] est l'ensemble des points P tes que le moment central soit parallèle à 
la résultante. 

H (P) = H{0) + R A~ÔP = yiR <^R A H (P) = R A H(0) + R A R A~ÔP = 0 => 

» RAÏÏ{0) R-ÔP - 

OP = + 7 - R 



Soit I un point de L'axe central tel que : R A 01 => 01 = RAtf ( -^- ) 



» » ^ah(o) 

L'axe central est parallèle à R et passe par le point I tel que : 01 = — - 7 - 7 — 



TO)]4^- (2+A)r+3/+ * 

[h (O) = -2Ï+ 2(1 + 2)/ 

/2 + 2\ / -2 \ / -2(1 + 2) n 

RAH(0) = [ 3 A 2(1+2) = -2 

V 1 / V 0 J \2(1 + 2) (2 + 2) + 6/ 



Et ||/?|| = (2 + 2 ) 2 + 10 ^ 01 = 



-2 



■ [(1 + 2)i +y — [(1 + 2) (2 + 2) + 3]/c] 



(2 + A ) 2 + 10 1 

Pour le glisseur , A = —j => 01 = [2? + 4/ — 15/c] 

5- Axe central parallèle au plan (O, y, z) 

L'axe central est parallèle au plan (O, y, z) si la résultante du torseur est parallèle à ce plan. 

R-i = 0 => 2 = -2 

L'axe central dans ce cas est la droite parallèle à R et passant par I tel que : 

Ô7 = ^ [Î-J + 3k] 



Exercice 10 

L'espace affine Euclidien réel orienté de dimension trois ( E ), étant muni d'un repère orthonormé 
direct ( O , Ï,J, k), on considère le champ de vecteurs H qui, pour a, (1, y réels fixés, associe à tout 
point P e ( E ), le vecteur H (P) de composantes : 

f X = 1 + (y — 2 )y + (a + y)z 

< Y = — 1 + (a + /?)x + (2y — l)z où (x,y, z)sont les coordonnées de P 

l Z = 1 + (a — /?)x + (3a — /?)y 

1- Pour quelles valeurs de a, /?, y, H est-il un champ equiprojectif ? 

2- Montrer que la résultante du torseur [T ] associé au champ equiprojectif H est : 

R = —? + /+ k 
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3- Déterminer l'équation analytique de l'axe central A de [T], En quel point l'axe A coupe le 
plan (x, y) ? 

Solution 



1- H champ équiprojectif 

Le champ M est équiprojectif si : V P ( E ), on a: [H (P) — //(O)] ■ OP = 0. 
Ou si la matrice associée est antisymétrique : [H (P) — H (O)] = À OP 

rX^ 

y 



Or H (O) = î-j + k 

[H (P) ~ H (O)] = 



[H (P) -//(O)] = 



(7 - 2)y + (a + y)z 
(a + /?)x + (2 y — 1 )z | = 
Ja - 0)x + (3a - 0)y y 



f 0 


«12 


«13 \ / 


1 «12 


0 


«23 


V — «13 


— «23 


o J V 




( 7 - 2 ) 
0 

(3a — /?) 




Le champ H est équiprojectif si : 

f (y - 2) = -(a + /?) =^>a + /? + y = 2 ra = 0 

< (a H- y) = — (a — /?) =^>2a — /? + y = 0 j/? = 1 

((2y — 1) = —(3a — /?) => 3a — /? + 2y = 1 (y = 1 

2- Résultante du torseur 

La matrice associée au torseur est antisymétrique, donc il existe un vecteur R tel que : 

À OP = R A OP avec OP = xï + yj + zk 
= _ / 0 a i 2 «i 3 \/*\ /*\ /^\ /ai 2 y + ai 3 z\ / Yz-Zy\ 

A OP = I —a 12 0 «23 ) (y ) = ( Y J A ly) <=> [ ~a 12 x + a 23 z J = I Zx - Xz J => 

\—a 13 -a 23 0 / V z / \zJ \zJ \-a 13 x - a 23 yj \Xy-YxJ 

(X = ~a 23 = (3a -fi) 
i Y = a 13 = (a + y) 

{Z = —a 12 = (a + /?) 

En remplaçant a, /?, y par leurs valeurs, la matrice associée et la résultante s'écrivent : 

/O -1 1\ 

A = i 1 0 1 ) => R = -ï + j + k 

\-l -1 0/ 

3- Equation de l'axe central 

L'équation de l'axe central est donnée par : 



OP 



R A H (O) 




+ 2 R 



En remplaçant chaque terme par sa valeur, on obtient : 

OP = — 2 ^ i + + 2 ^ j + Ak 

2 2 

D'où l'équation de l'axe central :z = — x + - = y — - 

2 

L'axe A coupe le plan (xoy) au point P 0 tel que : x 0 = y 0 = - et z = 0 

2 2 

L'intersection de l'axe central avec le plan (xoy) est le point : P 0 (-, -, 0). 
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Exercice 11 



Dans un repère R(0, Ï,j, k ) on considère les trois glisseurs définis par les trois vecteurs liés suivant : 

( V 1 = î — k d'origine A(l, 0, 0) 

V 2 = î+2j + 2k d'origine B (0,1,0) 

V 3 = Ai + gj + vk d'origine C(0, 0, 1) 

Soit [7] la somme des trois glisseurs. 

1- Déterminer A, g, v pour que [7] soit un couple et trouver son moment. 

2- Quelle relation doit lier A,g,v pour que [7] soit un glisseur ? 

Déterminer g, v en fonction de A pour que le support du glisseur [7] passe par 
D( 1/3, 1, 4/3 ). 

3- Dans le cas où (A, g, v) = (—2, 0, —1) trouver les équations de l'axe central de [7], Que 
peut-on dire de la direction de cet axe ? 

Solution 

1- Valeurs de A.u.v pour que T71 soit un couple 

Un couple est un torseur dont la résultante est nulle et le moment non nul. 

[7] est le torseur somme des trois vecteurs liés. 

R =% + % + %= (2 + A)? + (2 + g)J+ (1 + v)/c = 0 => 

A = g = —2 et v = —1 

Le moment de ce couple est : H(P) = H (O) + R A OP or R = 0 => 

H(P ) = H(O) = ÔA A%A-~ÔB A% + ~ÔC AÏ/3 = 4 î-j-k 
2- Relation liant A, g, v pour que [71 soit un glisseur. 

[7] est un glisseur si et seulement si son invariant scalaire est nul avec une résultante non 
nulle. 

H(O) =~ÔAAŸl + ~ÔB A% + ~ÔC A%= (2 - g)î + (1 + A)j - k 
R ■ H (O) = [(2 + A)ï + (2 + g)j + (1 + v)/c] ■ [(2 — g)i + (1 + A)j -k] = S + AA-g — v = 0 
Pour que [7] soit un glisseur, il faut que A, g, v vérifient les équations suivantes : 

(A, g, v) st (— 2, — 2, — 1) et AA — g — v + 5 = 0 équation 1 
• Le support de T71 passe par D 

Le support de [7] passe par le point D, donc le moment du glisseur en ce point est nul. 
H(D) = H(0) + R AÔD = 0 => H{0) =~ÔD A R 

f2~k\ i/1\ f 2+À \ if~5 + 3v-Ag\ rll = 3 v-g équation 2 

Ii + a)=-(3]a(2 + //) = -( 7 + 4A-V J => j 4 = v — A équation 3 

V — 1 / \4/ Vl + vJ ^\—A + g — 3A/ [l=g — 3A équation A 

Les équations 3 et 4 vérifient les équations 2 et 1 
3(équation 3)-(équation 4)= (équation 2) 



Bougarfa Latifa 



Page 18 



exosup.com 



page facebook 



| Mécanique du solide 

(équation 3)+(équation 4)= (équation 1) 

3- Axe central dans le cas où (A, u, v) = (—2, 0,-1) 

En remplaçant (A, g, v) par leurs valeurs, on trouve : 

R = 2] et H{0) = 2ï-j-k 
Soit P un point de l'axe central : 

OP = + a P = \ [2/ A (2 1 — J — k)] + 2aj = — jî + 2a] — k 

L'axe central du glisseur est la droite parallèle à l'axe Oy et passant par le point (-1/2, 0, -1). 



Exercice 12 



Dans un repère orthonormé direct R(0, Ï,j, k ), on donne les vecteurs liés définis par : 

( V 1 = 3Î + J d'origine 71(2,0,0) 

V 2 = —2] + k d'origine B{ 0, 1, 0) 

V 3 = —5î+2 k d'origine C (0,0, 3) 

1- Déterminer les éléments de réduction en O du torseur [TJ associé à ces vecteurs glissants. 

2- Déterminer de deux façons différentes les éléments de réduction de [TJ au point E( 2, 1, -2). 
3- Vérifier la propriété d'équiprojectivité du champ des moments de [TJ 
4- Calculer l'invariant scalaire de [TJ 

5- Donner l'équation de son axe central et calculer le moment central. 

Soit le torseur [T 2 \ dont on donne les éléments de réduction en E : 

py = fe = i(2r + 2; + ï) 

( H 2 (E ) = aï + b J 

6- Quelle relation doit exister entre a et b pour que ce torseur soit un glisseur ? 

7- Calculer le comoment des deux torseurs [TJ et [T 2 ]. Retrouver ce résultat à partir des 
éléments de réduction de [TJ et [7 2 ] en O 

Solution 

1- Eléments de réduction de JTJ en 



rI = vI + V 2 + V 3 = -2ï-j + 3k 



H 1 (0) = OA A VJ + OB AV 2 + OC AV 3 = ï - 15/ + 2 k 



[TJ 



R 3 = (—2 ï — ]+ 3k) 
1 J (O) = î-13j + 2k 



2- Eléments de réduction de [TJ en E. 
• Loi de transport des moments 
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77/(£) = 77/(0) + æ/aÔ7? = ^-15^ + ^-l^A^ 1 j = — 13/ + 2k 

• Somme des moments des trois vecteurs. 

77/(£) = ËAA% + ËXa% + ËCA% 

ËA = OA-C)E = -j+2k , ËB = OB - ÔE = -2i + 2k 

ËC = ÔC -ÔE = -2Î-J+Sk 

3- Propriété d'équiprojectivité du champ des moments 

#/(£) = 77/(0) + «/ A OE => 77/(£) - 77/(0) = Â/ A Ô£ 

[77/(0) - 77/(0)] ■ 7777 = (77/ a ëe) -ôe = o 

Vérifions que [H(E) — //i(0)] ■ OE est nul . 



[77/(£) - 77/(0)] ■ oe = 



?)-(■?: 






Le champ des moments est équiprojectif, donc antisymétrique. 

4- Invariant scalaire de TTil 

/ s = 77/ -77/(0) = 19 

5- Equation de l'axe central et moment central de [7/] 

Soit P (x, y, z) un point de l'axe central, sa position est donnée par la relation : 

X A 77/(0) 



op = 



El 



■ + A R i 



^ 43 

x = — — 2A 
14 



14 



faTOTTa 1 , 

43 - 14x 1 - 2y -31 + 14z 

A = 



y = 2~ À 

31 

z = — — + 3 A 
14 



28 2 42 

C'est l'équation de l'axe central. 

Le moment central est constant le long de l'axe central. 

X A HËO) 



H 1 {P) = H 1 {0) + R 1 A0P = H 1 (0) + R 1 A 

E 

= 77/(0) + —zztïX A [77/ A 77/(0)] 

INI 



+ A Ri 
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K(p) = i rm + —U [(«i ■ tfi(o)) Ri - \\X\\ 2 X(o)} = -^- 2 X 

Irill Irill 

,19 

^^=-(-21-!+ 3k) 



6 - 



7- 



Relation liant a et b pour que le torseur T?] soit un glisseur. 

[T 2 ] est un glisseur si son invariant scalaire est nul avec un résultante non nulle. 

— _ 2 

I s = R 2 ■ H 2 = —( a + b) = 0 => a = —b 

Comoment des deux torseurs 
Rappel 

Le comoment est invariant : 



TJ ® [t 2 \ = r 1 -h 2 (p) + r 2 -h 1 (p) = r 1 - \X(o) + r 2 aop] + r 2 -\X(o) + X/\op] 

= X ■ Xw + X ■ Xw + X. ■ ÇX a ôp) + X. ■ (^i a ôp) 



= R 1 -H 2 (0) + R 2 -H 1 (0) + OP 



R i A i?2 “1“ ^2 ^ ^1 



= 0 



Tl] <8> TJ = ■ T>T) + «2 ■ X(P) = X-h 2 (0) + X- XW_ 

Ti] <g> [r 2 ] = «i ■ w 2 (o) + X ■ ffi(o) = X ■ [/£(£) + X a £0] + /? 2 ■ Xi o) 



= (-2, -1,3) 



a 






+ -(2,2,1) -^-15 J = -2a-b-8 



Exercice 13 

On donne les trois glisseurs ( A t , Fj) i = 1, 2, 3, tels que A^O, 0, a), A 2 (a, 0, 0), A 3 (0, a, 0), 
S/ 1 (2a, 0, 0), V 2 (0,3a, 0 ) et P 3 (0, 0, 4a). 

On considère le torseur[r]. Déterminer les éléments de réduction de [t] en un point P 
quelconque ainsi que son axe central 

3 

;= i 



Solution 

Eléments de réduction de M 

La résultante est donnée par : R = V 1 + V 2 + V 3 = a(2x + 3y + 4 z) 

Le moment au point P de coordonnées (x, y, z) est : 

T (P) = pX A T + ~pX AÏ^ + A 

/ ~ x \ /2a\ /a - x>. / 0 \ ( ~ x \ ( 0 \ /4(a - y) + 3z\ 

T (P) = ( -y J A 0 + ( -y jA3a+(a-y|A 0 = a 4x + 2(a - z) 

Va-z/ \0/ V- z 7 Vo/ ' -z / \4a/ \3(a-x) + 2y/ 
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H p 



R = a(2x + 3 y + 4z) 

H (P) = a[(4(a — y) + 3 z)x + (4x + 2(a — z))y + (3(a — x) + 2y)z] 



Axe central de [r] 



L'axe central est défini par l'ensemble des points P tels que H (P) || R 

C'est la droite d'équation : 

4(a — y) + 3z 4x + 2(a — z) 3(a — x) + 2y 
2 ~~ 3 ~~ 4 



Exercice 14 



On définit un torseur au point P(2, -1, 1) par : [T]p 



R = —x — 2y + 2z 
H (P) = 4 x — z 



a- Définir ce torseur en Q( 0, 2, 0). 
b- Calculer l'invariant scalaire de [T], 

c- Soit le A axe central de [T] tel que PI soit perpendiculaire à A. Déterminer PI ainsi que les 
équations de A. 



Solution 



a- 



Eléments de réduction de [7] au point Q 



H(Q) = H(P)+RAPQ = 






R = —x — 2y + 2 z 
H(Q) = -5y-8z 



b- Invariant scalaire 

I = RH = 10 — 16 = —6 

c- PI perpendiculaire à A 

PI perpendiculaire à l'axe central est équivalent à PI perpendiculaire à R 
Tl = = - (2x + 7 y + 8 z) 



PI ■ R = 0 



„Rir 9 

Cherchons maintenant les équations de l'axe central. 

//(/) = H(P ) + R API = AR ,On pose PI = Ax + By + Cz <^> 

4-2C-2B 2 A + C -1 - B + 2A 




= 2 



-1 -2 2 

5C — \B — 2A = 0 
1 + B-4A-C = 0 

Si l'on pose 01{x,y, z) on œ. PI = 01 — OP = (x — 2)x + (y + l)y + (z — l)z d'où : 
f8 - 5(z - 1) - 4 (y + 1) - 2(x - 2) = 0 f2x + 4y + 5z = 13 
1 1 + (y + 1) — 4(x — 2) — (z — 1) = 0 ^ 1 4x 



y + z = 11 
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Mécanique du solide 



Exercice 15 



On donne les forces (0,^) et ( B,F 2 ) telles que : 

B( 4, 0, 0) F[= 3/ % = —2/ + 2V2 k 



a- Montrer que la droite OB est la perpendiculaire commune aux deux forces, 
b- Montrer que l'axe central A du torseur associé aux deux forces est perpendiculaire en un 
point I de OB. Déterminer les équations de A 

Solution 



ÔB-(K + K) = 0 



La droite OB est la perpendiculaire commune aux deux forces. 

I ÔB ■ F[ = 0 

\jÔB -K = 0 

Donc OB est la perpendiculaire commune à F l et F 2 . 

Le torseur associé aux deux forces est donné par : 

m = ï R = K + K = j + 2^2k 
[h (O) = OB /\~F^= — 8(V2 j + k) 

l'axe central A du torseur [7] est perpendiculaire à O B 



Si I est un point de l'axe central tel que 01 ■ R = 0, alors : 

_ R A H(0) 24 _ , 

01 = = — ï < 4Î = OB 

,2 g 



Donc I est un point de OB. 

Soit P(x, y, z) un point de l'axe central « H (P) = H (O) + R A OP = aR => 

/ 0 \ / 0 \ /X\ / 0 \ [ z = 2V2 y (z = 2y[2y 

-8V2 + 1 A y =a 1 => <-8V2 + 2V2x = a => j 24 

v- 8 y V 2 V 2 ; v z y V 2 V 2 / ( _ 8 _ x = 2 V 2 a i x= t 

L'axe central est une droite d'équation : z = 2V2 y passant par le point de coordonnées 
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